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Aujourd'hui

. Deux modeles calculatoires simples
= Les programmes REPETER

= Les programmes TANTQUE
« La fonction d’Ackermann



Les programmes
REPETER



Les programmes REPETER

« Un nombre arbitrairement grand de registres est
disponible: ro, 71, ...

« Chaque registre contient un entier positif ou nul

. les registres sont implicitement initialisés a 0 avant
utilisation



L es instructions d'un
programmes REPETER

'instruction r; « r; remplace le contenu du registre r;

par celui de r;

'instruction inc(r;) incremente de 1 le registre r;

'instruction répéter r; fois [(BLOC)] répeéte I'éxécution

d’'un bloc d’instructions r; fois

= le nombre d’exécution de (BLOC) est fixe une fois pour
toutes avant I'entree dans la boucle, que r; y soit
modifié ou non




Les programmes REPETER

Un programme REPETER implante une fonction

FiNXNX--XN - N
(ri, r2, ..., k) — 1o

Au debut de I'exécution, les registres 1 a rr contiennent
les arguments de £, et a la fin, ro contient f(r1, ..., 7x) .



Grammaire

S — (INCREMENTATION)S | A |
(AFFECTATION)S | (REPETER)S

(INCREMENTATION) — inc(V)
(AFFECTATION) » V « V
(REPETER) — répéter V fois [S]
Vo rn
N —> C|CN
C—>0]1]2]3]4]5|6]7]8]9



Operations Arithmetiques

Il est assez facile de faire des programmes REPETER pour
/4 . . I g .
des operations arithmetiques simples.



Addition

PLUS(ri,r2) =r1+ 1>

ro < ri
répéter ro fois |

inc(ro)



Multiplication

MULT(?‘],I’Q) =11 Xrm

répéter r; fois |
répéter rp fois |
inc(ro)
|
|



Exponentiation

EXP(I’l, 1”2) = I’;z

inc(rg)
répéter rp fois |
r3 < r4
répéter ro fois |
répéter r; fois [
inc(rs)
|
]

ro < rsj



Sucre syntaxique

L'instruction r; < PROC(7;,,...,rj,) signifie que I'on doit
substituer a cette ligne un bloc d’instructions qui a pour
effet de remplacer le contenu du registre r; par la valeur
calculee par PROC(r;j,, ..., rj,) , en renommant au besoin les

variables qui apparaissent dans le code de la procedure
PROC.

Les appels recursifs ne sont pas permis.



Sucre syntaxique

L’instruction r; < k signifie que 'on doit substituer a cette
ligne k incrémentations, ce qui aura pour effet d’affecter la
constante k au registre r;

Partout, on peut mettre une constante & au lieu d’utiliser
. T y g o ’ ’ .
une variable auxiliaire qu’on aurait incrementee k fois.



Exponentiation

EXP(I’l, 1”2) = I’;z

ro < 1

répéter rp fois |
ro < MULT(I"(),I’l)

|



Operations Arithmetiques

Est-il possible de faire n'importequel operations
arithmétiques avec des programmes REPETER?



Déecrémentation

DEC(r1) = max(0,r1 — 1)

répéter r; fois |
ro < r»
inc(ry)

|



Soustraction

MOINS(r1,r2) = max(0,r; — ro)

ro < ri

répéter rp fois |
ro < DEC(F())

|



Factorielle

FACT(r,) = 7!

ro < 1
répéter r; fois |
inc(r2)
ro < MULT(rg, r2)
|



\Variables Booléennes

Nous adoptons les conventions syntaxiques suivantes :

e vrai pour la constante 1
e faux pour la constante 0

Pour evaluer (BLOC) conditionnellement a la valeur
booléennes r; on repete (BLOC) r; fois.

L ’instruction si r; alors [(BLOC)] sera mise pour
répéter r; fois [(BLOC)]



Et

ET(r1,rp)=r1 A1

ro < MULT(r1,r2)



Negation

NEG(I’l) = r]

ro < MOINS(1,r1)



Ou

QU(r1,r2) =r1 Vry =-(0rp A-ra)

ri1 < NEG(r1)
ro < NEG(r7)
ro < ET(rq1,7r2)
ro < NEG(I’())



Plus grand que

PGNri,r2) =(r1 > rp)

rz <« MOINS(r1,72)
répéter r3 fois |
ro < vrai

|



Operations Arithmetiques

Regardons d'autres opérations arithmétiques plus
complexes.



Division

DIV(ry, 1)) = [—J

r2
répéter r1 fois |
ra <« PLUS(I"3, 7‘2)
rq < PG?(Fg, 1’1)
r4 < NEG(r4)
sirygalors|
inc(ro)
|
|



Modulo

MOD(I’],I’Q) =TI mod )

ro < DIV(ri,7r2)
ro < MULT(rg,r2)
ro < MOINS(r1,ro)



Test de primalite
PREMIER?(r() = (r; € P )

ro <« faux
rs <« PG2(rq,1)
sirsalors|
ro < vrail
r3 « 1
ro < MOINS(r1,2)
répéter rp fois |
inc(r3)
rq4 < MDD(I’l, 7‘3)
rs < PG?(I, r4)
sirs alors [ro « faux]



Prochain nombre premier

PREMIERSUIV(r1) = le plus petit nombre premier plus
grand que r

ro <« PLUS(r1, 1)
ro < MULT(r7, 2)
r3 <« vrai
répéter ro fois |
inc(ry)
r4 < PREMIER?(r1)
rqg < ET(r3,ra)
sirgq alors|
ro < ri
r3 « faux
]
]



k-eme nombre premier

PREMIERK(r1) = le r; -€me nombre premier

répéter r1 fois |
ro < PREMIERSUIV(ro)
|



tableau

Un tableau d’entiers est un k-tuple (a1, az, ..., ax) que nous
stockons dans un registre r; .



Codage de GOdel

Il est possible d'encoder le k-tuple (a1, az, ...,ar) ola; €N
dans un entier.

Soit p,, le n-ieme nombre premier. Le k-tuple
(a1,az,...,ax) estreprésente sant ambiguite par I'entier

dg

Py'Py’ Py



Exemples

(1,1,1) = 21315t = 30
2,1,1,1) = 2235171 = 420
(2,0,4,3,0,3) = 223Y5*7°11°13° = 1883927500



Extraction d’un élément d’un
tableau

TABLVAL(ry,72) = le r, -eme élément du tableau r;

r3 < PREMIERK(r2)
r4 < r3
répéter ri fois |
rs « MOD(r1,74)
rs < PG?(1,rs5)
sirsalors|
inc(rg)
rq < MULT(r3,r4)
|
|



Assignation d’un élément
dans un tableau

TABLASS(r1,72,73) = le tableaur; oUr;-eme élément est
14
remplace par r;

rq < TABLVAL(ry, r2)
rs5 «— PREMIERK(r»>)
re «— EXP(rs,ra)

ro < DIV(ri,re)

r7 <« EXP(rs,r3)

ro < MULT(V(), 1”7)



Puissance des programmes
REPETER

Il semble que les programmes REPETER peuvent calculer
des fonctions complexes.

Peut-on calculer toutes les fonctions a valeurs entiéres
avec un programme REPETER?



Primitives Récursives

Definition: Les fonctions calculables par un programme
REPETER sont appelees



Notation

Pour une fonctionf : N — N, et un entier n, on note:

£ =x
0 =fw
0 = f(F)

0 = fFC-f) )
|

n fois



Remarque

Soitk,kneN etk<n

£ =00 (£ O )



Remarque

Soitn,u N,

() =1



Boucles imbriquees

Definition: Soit la fonction B; : N - N pouri > 0

Bi(x) =

(1
2
x4+ 2

| Bi-1 ™ (1)

sii=0,x=0
sii=0,x=1
sii=0,x>1
sii> 0



Exemples

Bo(x) =x+2
Bl(x) = 2x
B =2"
b3(x) = 2_2:

n fois

six > 1
six>0
six>0

six>0



Remarques

Il est clair que plus i est grand, plus B; est une fonction qui
crolt rapidement.

 Lavaleur de Bz(5) compte 19729 chiffres.

 Lavaleur de B3(6) compte plus de chiffres que le nombre
d’atomes dans l'univers.

. La fonction Bs croit trés rapidement, mais ce n’est rien si
on la compare a B; .

. Le taux de croissance de la fonction By dépasse
'entendement...




Lemme

Pour tout i > 0, B; est calculables par un programme
REPETER.



Preuve

B[O](r1) = Bo(r1)

ro < PLUS(Fl, 1)

ro < PGXro,2)

sirp alors|
inc(ro)

|



Preuve (suite)

Pouruni > 0 fixe, B[i](r1) = Bi(r1)

inc(ro)

répéter r1 fois [
ro < B[i — 1](ro)

|



Remarques

On remarque que le programme B[i] compte exactement i
boucles répéter et la profondeur d’imbrication est aussi i.



Theoreme

Propriétés de la famille des fonctions B;

1. B (x) est croissant eni,x etk.

2. B;2x) <B*(x) pouri>0,x>0.
3. Boq%]+1> xX)>y+x pouri,x,y >0 .
4. BY'(x) <Biyi(y+x)  pouri,x,y>0.

Preuve: Tous les énonces du théoreme peuvent étre
. ’ . . .
facilement prouves par induction sur i.



Nombre maximal
d'imbrications

Definition: Pour tout programme REPETER, B(P) est le
de P.



Valeur maximale
des registres

Définition: On note M, 71, ...,r) la
ri,...,rr apres|'execution deP.



Theoreme

Pour tout programme REPETER, Si B(P) = i, alors il existe
un entier s tel que

.....



Corollaire

Pour tout i > 0 il existe une fonction qui n’est pas
calculable par un programme REPETER avec une
profondeur de boucle i, mais qui est calculable par un
programme avec une profondeur de bouclei + 1.



| a fonction d’Ackermann

Definition: En 1926,

fonction a deux variables suivante

A(l,x) = <

(1
2
x+2

AG - 1,AG,x — 1))

définit la

six =20

sii=0,x=1
sii=0,x>1
sii>0,x>0


http://fr.wikipedia.org/wiki/Wilhelm_Ackermann

Lemme

Vien Vien A(l, x) = Bi(x)

Preuve. Le lemme sera prouve par induction d’abord sur i
et en suite sur x.



Theoreme

La fonction d’Ackermann n’est pas calculable par un
programme REPETER.

Donc Ackermann n’est pas primitive récursive.



Remarque

La fonction F(x) = A(x,x) croit plus rapidement que
n’'importe quelle des fonctions B;(x) .



Remarque

Un programme REPETER ne peut pas entrer dans une
boucle infinie, son execution se termine toujours.



Les programmes
TANTQUE



Les programmes TANTQUE

Les programmes TANTQUE sont semblables aux
programmes REPETER

« Un nombre arbitrairement grand de registres est
disponible: ro, 71, ...

« Chaque registre contient un entier positif ou nul

. les registres sont implicitement initialisés a 0 avant
utilisation

o 'instruction r; « r; remplace le contenu du registre r;

par celui de r;

e instruction inc(r;) incrémente de 1 le registre r;




L es instructions d'un
programmes TANTQUE

Les programmes TANTQUE sont semblables aux
programmes REPETER, mais les boucles sont differentes:

. l'instruction tant que r; # r; faire [(BLOC)] répéte
I'eéxecution d’un bloc d’instructions tant que les valeurs

des registres r; et r; different
= I'inegalite est réévaluee a chaque itération et les

valeurs de r; et r; peuvent changer



Les programmes TANTQUE

Un programme TANTQUE implante une fonction

fF: NXNX:--xN — NU {1}

ro sl1le programme s’arréte
(r17r27 °°°9rk)|_> . 3 1
1 sile programme boucle a I'infini

Au debut de I'exécution, les registres 1 a rr contiennent
les arguments de f, et a la fin, ro contient f(r1, ..., 7%) .





















